
,ǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼʌ ˝Ƕʚǫ ࡽ!

ʌʚɼʯƉʚʯɼƨ

,ŗʚǫƨɼǶȳƨ İɄțǑɼŗȭ
࣯ȍɄǶȳʚ ˝Ʉɼȕ ˝Ƕʚǫ 6ɼŗǖɄȭǶɼ óŗɼǶƉ ŗȳƕ ĸǶțǶȳ İŗȳǖࣱ
¡ŗɼƉǫ ࢑ࣗ ࢁࡽࡱࡽ

¡ŗʌʌŗƉǫʯʌƨʚʚʌ yȳʌʚǶʚʯʚƨ ɄǑ ÿƨƉǫȳɄțɄǖ˦



âțŗȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕ

eɄŗțࣘ ƉɄȭɱŗɼƨ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ƕƨ̇ȳƨƕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ
˝Ƕʚǫ Ʉȳƨʌ ǑɼɄȭ ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦ ¡ŗǶȳ ɼƨʌʯțʚࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óŗɼǶƉࣗ İŗȳǖࣗ İࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

¶ʯʚțǶȳƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕࣘ

࣢ óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ǑɄɼ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ
࣢ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ ƅȑŗɾɾ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼ ƉǶɼƉțƨ
ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ �ɄɄȕ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ
ʚɄ ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

࣢ óɄȭƨ Ƕƕƨŗʌ ɄǑ ɱɼɄɄǑ

óƨƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚ ŗʚ ŗɼķǶ˙ࣘࡹࡹࡽࡽ ࢑࢙ࢅࡹࡹࣖ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƕƨʚŗǶțʌ ŗȳƕ ɼƨǑƨɼƨȳƉƨʌࣛ

ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âțŗȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕ

eɄŗțࣘ ƉɄȭɱŗɼƨ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ƕƨ̇ȳƨƕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ
˝Ƕʚǫ Ʉȳƨʌ ǑɼɄȭ ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦ ¡ŗǶȳ ɼƨʌʯțʚࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óŗɼǶƉࣗ İŗȳǖࣗ İࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

¶ʯʚțǶȳƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕࣘ

࣢ óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ǑɄɼ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ
࣢ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ ƅȑŗɾɾ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼ ƉǶɼƉțƨ
ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ �ɄɄȕ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ
ʚɄ ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

࣢ óɄȭƨ Ƕƕƨŗʌ ɄǑ ɱɼɄɄǑ

óƨƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚ ŗʚ ŗɼķǶ˙ࣘࡹࡹࡽࡽ ࢑࢙ࢅࡹࡹࣖ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƕƨʚŗǶțʌ ŗȳƕ ɼƨǑƨɼƨȳƉƨʌࣛ

ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âțŗȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕ

eɄŗțࣘ ƉɄȭɱŗɼƨ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ƕƨ̇ȳƨƕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ
˝Ƕʚǫ Ʉȳƨʌ ǑɼɄȭ ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦ ¡ŗǶȳ ɼƨʌʯțʚࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óŗɼǶƉࣗ İŗȳǖࣗ İࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

¶ʯʚțǶȳƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕࣘ

࣢ óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ǑɄɼ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ ƅȑŗɾɾ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼ ƉǶɼƉțƨ
ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ �ɄɄȕ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ
ʚɄ ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

࣢ óɄȭƨ Ƕƕƨŗʌ ɄǑ ɱɼɄɄǑ

óƨƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚ ŗʚ ŗɼķǶ˙ࣘࡹࡹࡽࡽ ࢑࢙ࢅࡹࡹࣖ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƕƨʚŗǶțʌ ŗȳƕ ɼƨǑƨɼƨȳƉƨʌࣛ

ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âțŗȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕ

eɄŗțࣘ ƉɄȭɱŗɼƨ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ƕƨ̇ȳƨƕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ
˝Ƕʚǫ Ʉȳƨʌ ǑɼɄȭ ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦ ¡ŗǶȳ ɼƨʌʯțʚࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óŗɼǶƉࣗ İŗȳǖࣗ İࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

¶ʯʚțǶȳƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕࣘ

࣢ óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ǑɄɼ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ
࣢ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ ƅȑŗɾɾ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼ ƉǶɼƉțƨ
ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ �ɄɄȕ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ
ʚɄ ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

࣢ óɄȭƨ Ƕƕƨŗʌ ɄǑ ɱɼɄɄǑ

óƨƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚ ŗʚ ŗɼķǶ˙ࣘࡹࡹࡽࡽ ࢑࢙ࢅࡹࡹࣖ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƕƨʚŗǶțʌ ŗȳƕ ɼƨǑƨɼƨȳƉƨʌࣛ

ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âțŗȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕ

eɄŗțࣘ ƉɄȭɱŗɼƨ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ƕƨ̇ȳƨƕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ
˝Ƕʚǫ Ʉȳƨʌ ǑɼɄȭ ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦ ¡ŗǶȳ ɼƨʌʯțʚࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óŗɼǶƉࣗ İŗȳǖࣗ İࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

¶ʯʚțǶȳƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕࣘ

࣢ óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ǑɄɼ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ
࣢ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ ƅȑŗɾɾ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼ ƉǶɼƉțƨ
ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ �ɄɄȕ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ
ʚɄ ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

࣢ óɄȭƨ Ƕƕƨŗʌ ɄǑ ɱɼɄɄǑ

óƨƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚ ŗʚ ŗɼķǶ˙ࣘࡹࡹࡽࡽ ࢑࢙ࢅࡹࡹࣖ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƕƨʚŗǶțʌ ŗȳƕ ɼƨǑƨɼƨȳƉƨʌࣛ

ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âțŗȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕ

eɄŗțࣘ ƉɄȭɱŗɼƨ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ƕƨ̇ȳƨƕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ
˝Ƕʚǫ Ʉȳƨʌ ǑɼɄȭ ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦ ¡ŗǶȳ ɼƨʌʯțʚࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óŗɼǶƉࣗ İŗȳǖࣗ İࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

¶ʯʚțǶȳƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚŗțȕࣘ

࣢ óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ǑɄɼ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ
࣢ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ ƅȑŗɾɾ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼ ƉǶɼƉțƨ
ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ

࣢ �ɄɄȕ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ
ʚɄ ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

࣢ óɄȭƨ Ƕƕƨŗʌ ɄǑ ɱɼɄɄǑ

óƨƨ ɱɼƨɱɼǶȳʚ ŗʚ ŗɼķǶ˙ࣘࡹࡹࡽࡽ ࢑࢙ࢅࡹࡹࣖ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƕƨʚŗǶțʌ ŗȳƕ ɼƨǑƨɼƨȳƉƨʌࣛ
ࡹ ࣩ ࡽࡽ



óǫƨŗɼʌ ŗȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ



óǫƨŗɼ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ƉɼɄʌʌ ɼŗʚǶɄ

ÿǫƨ ƅɮȹɾɾ ɮŗʋǮȹ ɄǑ ǑɄʯɼ ɱɄǶȳʚʌ ŗ,Ż, ƅ,Ɛ ŗțɄȳǖ ŗ ƉǶɼƉțƨ Ʉɼ țǶȳƨ Ƕʌ

Ɖɼ(ŗ,Ż, ƅ,Ɛ) = (Ż− ŗ)(Ɛ− ƅ)
(ƅ− Ż)(Ɛ− ŗ) ∈ R.

ÿǫƨ ƉɼɄʌʌ ɼŗʚǶɄ Ƕʌ Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ ʯȳƕƨɼ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ǫŗʌ
ʚǫƨ ʌ˦ȭȭƨʚɼ˦ Ɖɼ(ŗ,Ż, ƅ,Ɛ) = Ɖɼ(ƅ,Ɛ,ŗ,Ż)ࣖ

E˥ŗȭɱțƨࣖ Ɖɼ(∞,−ࡹ, (λ,ࡱ = λ ǑɄɼ λ ∈ ࣖ(∞,ࡱ)

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ ÿǫƨ ɾǣƣŗɮ ɄǑ ŗ ɸʯŗƕɼǶțŗʚƨɼŗț Ü ˝Ƕʚǫ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ŗ,Ż, ƅ,Ɛ ∈ T
ŗțɄȳǖ Ƕʚʌ ƕǶŗǖɄȳŗț ƣ = (ŗ, ƅ) Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ

ɾ(Ü, ƣ) = log Ɖɼ(ŗ,Ż, ƅ,Ɛ).

ࡽ ࣩ ࡽࡽ



óǫƨŗɼ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ƉɼɄʌʌ ɼŗʚǶɄ

ÿǫƨ ƅɮȹɾɾ ɮŗʋǮȹ ɄǑ ǑɄʯɼ ɱɄǶȳʚʌ ŗ,Ż, ƅ,Ɛ ŗțɄȳǖ ŗ ƉǶɼƉțƨ Ʉɼ țǶȳƨ Ƕʌ

Ɖɼ(ŗ,Ż, ƅ,Ɛ) = (Ż− ŗ)(Ɛ− ƅ)
(ƅ− Ż)(Ɛ− ŗ) ∈ R.

ÿǫƨ ƉɼɄʌʌ ɼŗʚǶɄ Ƕʌ Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ ʯȳƕƨɼ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ǫŗʌ
ʚǫƨ ʌ˦ȭȭƨʚɼ˦ Ɖɼ(ŗ,Ż, ƅ,Ɛ) = Ɖɼ(ƅ,Ɛ,ŗ,Ż)ࣖ

E˥ŗȭɱțƨࣖ Ɖɼ(∞,−ࡹ, (λ,ࡱ = λ ǑɄɼ λ ∈ ࣖ(∞,ࡱ)

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ ÿǫƨ ɾǣƣŗɮ ɄǑ ŗ ɸʯŗƕɼǶțŗʚƨɼŗț Ü ˝Ƕʚǫ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ŗ,Ż, ƅ,Ɛ ∈ T
ŗțɄȳǖ Ƕʚʌ ƕǶŗǖɄȳŗț ƣ = (ŗ, ƅ) Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ

ɾ(Ü, ƣ) = log Ɖɼ(ŗ,Ż, ƅ,Ɛ).

ࡽ ࣩ ࡽࡽ

%
, , ,



óǫƨŗɼ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ țƨȳǖʚǫ

ÿǫƨ ʌǫƨŗɼ ɾ(Ü, ƣ) Ɖŗȳ ŗțʌɄ ſƨ ƉɄȭɱʯʚƨƕ ŗʌ ࣯ʌǶǖȳƨƕࣱ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ țƨȳǖʚǫࣘ

ɾ(Ü, ƣ) = ±ƕǫ˦ɱ(ȣŻ(ƣ),ȣƐ(ƣ)).

pƨɼƨ ȣŻ(ƣ) Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳʚƨɼʌƨƉʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ǖƨɄƕƨʌǶƉ ʚǫɼɄʯǖǫ Ż
ɱƨɼɱƨȳƕǶƉʯțŗɼ ʚɄ ƣ ŗȳƕ ȣƐ(ƣ) Ƕʌ ʚǫƨ ǶȳʚƨɼʌƨƉʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ǖƨɄƕƨʌǶƉ
ʚǫɼɄʯǖǫ Ɛ ɱƨɼɱƨȳƕǶƉʯțŗɼ ʚɄ ƣࣖ

ÿǫƨ ʌǫƨŗɼ ɾ(Ü, ƣ) ȭƨŗʌʯɼƨʌ ǫɄ˝ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ʚɼǶŗȳǖțƨʌ Ʉȳ ƨǶʚǫƨɼ ʌǶƕƨ ɄǑ ƣ
ŗɼƨ ǖțʯƨƕ ʚɄǖƨʚǫƨɼ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ Üࣖ

ࢁ ࣩ ࡽࡽ
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bŗɼƨ˦ ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ
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F = (Ğ, B) ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ ɄǑ D ʌʚŗɼʚǶȳǖ ǑɼɄȭ τࡱ = ,ࡹ−} i, {ࡹ ǖƨȳƨɼŗʚƨƕ ſ˦
ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ɼƨ̈ƨƉʚǶɄȳʌࣖ ĬƨɼʚǶƉƨʌ Ğ = T ∩Qࣖࡽ ÿǫƨ Ɛʠŗȑ ʋɮƣƣ F∗ ࣯˝ǫƨɼƨ
ƨŗƉǫ ʚɼǶŗȳǖțƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕʌ ʚɄ ŗ ˙ƨɼʚƨ˥ࣗ ƨʚƉࣱ Ƕʌ ŗ ʚɼǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɼƨƨࣖ

,ɄȳȍʯǖŗʚǶȳǖ ʚɄ H ſ˦ ŗ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳ ʌƨȳƕǶȳǖ
,ࡹ−} i, {ࡹ &→ ,ࡱ} ࣗ{∞,ࡹ Ğ Ƕʌ ʌƨȳʚ ʚɄ Qࣖ ÿǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ƨƕǖƨ (ɤ/ɪ, ɮ/ɾ) ∈ B ǶǑ
ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ ɤɮ− ɪɾ = ࣗࡹ ŗȳƕ ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ Ƕʌ Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ ʯȳƕƨɼ ʚǫƨ ŗƉʚǶɄȳ
ɄǑ âó�(ࡽ,Z) ŗƉʚǶɄȳࣖ

ࢅ ࣩ ࡽࡽ



bŗɼƨ˦ ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ
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F = (Ğ, B) ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ ɄǑ D ʌʚŗɼʚǶȳǖ ǑɼɄȭ τࡱ = ,ࡹ−} i, {ࡹ ǖƨȳƨɼŗʚƨƕ ſ˦
ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ɼƨ̈ƨƉʚǶɄȳʌࣖ ĬƨɼʚǶƉƨʌ Ğ = T ∩Qࣖࡽ ÿǫƨ Ɛʠŗȑ ʋɮƣƣ F∗ ࣯˝ǫƨɼƨ
ƨŗƉǫ ʚɼǶŗȳǖțƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕʌ ʚɄ ŗ ˙ƨɼʚƨ˥ࣗ ƨʚƉࣱ Ƕʌ ŗ ʚɼǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɼƨƨࣖ

,ɄȳȍʯǖŗʚǶȳǖ ʚɄ H ſ˦ ŗ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳ ʌƨȳƕǶȳǖ
,ࡹ−} i, {ࡹ &→ ,ࡱ} ࣗ{∞,ࡹ Ğ Ƕʌ ʌƨȳʚ ʚɄ Qࣖ ÿǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ƨƕǖƨ (ɤ/ɪ, ɮ/ɾ) ∈ B ǶǑ
ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ ɤɮ− ɪɾ = ࣗࡹ ŗȳƕ ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ Ƕʌ Ƕȳ˙ŗɼǶŗȳʚ ʯȳƕƨɼ ʚǫƨ ŗƉʚǶɄȳ
ɄǑ âó�(ࡽ,Z) ŗƉʚǶɄȳࣖ

ࢅ ࣩ ࡽࡽ



bŗɼƨ˦ ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ Ƕȳ D ŗȳƕ ʌǫƨŗɼʌ

ÿǫƨ ^ŗɮƣ˖ ɪʠŗƐ Üƣ ŗɼɄʯȳƕ ƣ ∈ B Ƕʌ ʚǫƨ ɱŗǶɼ ɄǑ ʚɼǶŗȳǖțƨʌ Ƕȳ F ˝Ƕʚǫ
ƕǶŗǖɄȳŗț ƣࣖ

óǶȳƉƨ F Ƕʌ ǖƨȳƨɼŗʚƨƕ ſ˦ ɼƨ̈ƨƉʚǶɄȳࣗ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʌǫƨŗɼʌ

ɾ(Üƣ, ƣ) = ࡱ ∀ ƣ ∈ B.

ࢉ ࣩ ࡽࡽ
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ÿƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ

� ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ Ƕʌ ƕƨʚƨɼȭǶȳƨƕ ſ˦ Ƕʚʌ ŗƉʚǶɄȳ Ʉȳ ʚǫɼƨƨ
ɱɄǶȳʚʌࣗ ʌɄ

pɄȭƨɄ+(T)/¡ɒſ ∼= {ǣ ∈ pɄȭƨɄ+(T) : ǣ ̇˥ƨʌ ± ,ࡹ i}.

eǶ˙ƨȳ ŗ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ ̇˥Ƕȳǖ ,ࡹ± iࣗ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕƨ̇ȳƨ ŗ ʚƨʌʌƨțțŗʚǶɄȳ
ǣ(F) ˝ǫǶƉǫ ƉɄȳʚŗǶȳʌ ʚǫƨ ʚɼǶŗȳǖțƨ τࡱ ŗȳƕ ǫŗʌ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ǣ(Ğ) ŗȳƕ ƨƕǖƨʌ

ǣ(B) = {(ǣ(ŗ),ǣ(Ż)) : (ŗ,Ż) ∈ B}.

ࢍ ࣩ ࡽࡽ
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óǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ yǑ ǣ Ƕʌ ŗ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭࣗ Ƕʚʌ ɾǣƣŗɮ ƅȹȹɮƐǮȩŗʋƣ ɾǣ : B→ R
Ƕʌ

ɾǣ(ƣ) = ɾ(ǣ(Üƣ),ǣ(ƣ)) ∀ ƣ ∈ B.

éƨȭŗɼȕࣖ ¥Ʉʚ ŗțț ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɾ : B→ R ƨȳƉɄƕƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌࣖ
࣯ÿǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ˝ǫƨɼƨ ʚǫƨ Ƕȭŗǖƨ ɄǑ Ğ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨȳʌƨࣱࣖ

࢑ ࣩ ࡽࡽ
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,ǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ



çʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ çó(T)

� ȭŗɱ ǋ : D → D Ƕʌ ɪʠŗɾǮƅȹȩǋȹɮȣŗȑ ǶǑ ǋ ʌɄț˙ƨʌ ʚǫƨ #ƣȑʋɮŗȣǮ ƣɪʠŗʋǮȹȩ

ǋ¯s = µ ǋˢ,

ǑɄɼ ʌɄȭƨ #ƣȑʋɮŗȣǮ ƅȹƣ˺ƅǮƣȩʋ µ ˝Ƕʚǫ ||µ||∞ < ࣖࡹ

� ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ : T → T Ƕʌ ɪʠŗɾǮɾ˖ȣȣƣʋɮǮƅ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ʚǫƨ
ſɄʯȳƕŗɼ˦ ˙ŗțʯƨ ɄǑ ŗ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗț ȭŗɱ ɄǑ Dࣖ

óǫƨŗɼʌ ǑɄɼ ɸʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗɱʌ ŗɼƨ ʚɄʚŗțț˦ ƉțŗʌʌǶ̇ƨƕ ࣯óŗɼǶƉࣱࣖ ¶ȳƨ
ȭɄƕƨț ɄǑ ʠȩǮˉƣɮɾŗȑ òƣǮƅǣȣʧȑȑƣɮ ɾɤŗƅƣ Ƕʌ çó(T)/¡ɒſࣗ ˝ǫƨɼƨ
¡ɒſ = âóĎ(ࡹ, (ࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ ɱɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ ƕǶʌȕࣖ

࢕ ࣩ ࡽࡽ



çʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ çó(T)

� ȭŗɱ ǋ : D → D Ƕʌ ɪʠŗɾǮƅȹȩǋȹɮȣŗȑ ǶǑ ǋ ʌɄț˙ƨʌ ʚǫƨ #ƣȑʋɮŗȣǮ ƣɪʠŗʋǮȹȩ

ǋ¯s = µ ǋˢ,

ǑɄɼ ʌɄȭƨ #ƣȑʋɮŗȣǮ ƅȹƣ˺ƅǮƣȩʋ µ ˝Ƕʚǫ ||µ||∞ < ࣖࡹ

� ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ : T → T Ƕʌ ɪʠŗɾǮɾ˖ȣȣƣʋɮǮƅ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ʚǫƨ
ſɄʯȳƕŗɼ˦ ˙ŗțʯƨ ɄǑ ŗ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗț ȭŗɱ ɄǑ Dࣖ

óǫƨŗɼʌ ǑɄɼ ɸʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗɱʌ ŗɼƨ ʚɄʚŗțț˦ ƉțŗʌʌǶ̇ƨƕ ࣯óŗɼǶƉࣱࣖ ¶ȳƨ
ȭɄƕƨț ɄǑ ʠȩǮˉƣɮɾŗȑ òƣǮƅǣȣʧȑȑƣɮ ɾɤŗƅƣ Ƕʌ çó(T)/¡ɒſࣗ ˝ǫƨɼƨ
¡ɒſ = âóĎ(ࡹ, (ࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ ɱɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ ƕǶʌȕࣖ

࢕ ࣩ ࡽࡽ



çʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ çó(T)

� ȭŗɱ ǋ : D → D Ƕʌ ɪʠŗɾǮƅȹȩǋȹɮȣŗȑ ǶǑ ǋ ʌɄț˙ƨʌ ʚǫƨ #ƣȑʋɮŗȣǮ ƣɪʠŗʋǮȹȩ

ǋ¯s = µ ǋˢ,

ǑɄɼ ʌɄȭƨ #ƣȑʋɮŗȣǮ ƅȹƣ˺ƅǮƣȩʋ µ ˝Ƕʚǫ ||µ||∞ < ࣖࡹ

� ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ : T → T Ƕʌ ɪʠŗɾǮɾ˖ȣȣƣʋɮǮƅ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ʚǫƨ
ſɄʯȳƕŗɼ˦ ˙ŗțʯƨ ɄǑ ŗ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗț ȭŗɱ ɄǑ Dࣖ

óǫƨŗɼʌ ǑɄɼ ɸʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ȭŗɱʌ ŗɼƨ ʚɄʚŗțț˦ ƉțŗʌʌǶ̇ƨƕ ࣯óŗɼǶƉࣱࣖ ¶ȳƨ
ȭɄƕƨț ɄǑ ʠȩǮˉƣɮɾŗȑ òƣǮƅǣȣʧȑȑƣɮ ɾɤŗƅƣ Ƕʌ çó(T)/¡ɒſࣗ ˝ǫƨɼƨ
¡ɒſ = âóĎ(ࡹ, (ࡹ Ƕʌ ʚǫƨ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ ɱɼƨʌƨɼ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ ƕǶʌȕࣖ
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İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ İâ(T)

ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ òƣǮƅǣȣʧȑȑƣɮ ɾɤŗƅƣ İâ(T)/¡ɒſ Ƕʌ ŗ ʌʯſʌɱŗƉƨ ɄǑ
ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʌɱŗƉƨ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ɼƨƉƨǶ˙ƨƕ ŗ țɄʚ ɄǑ Ƕȳʚƨɼƨʌʚ țŗʚƨț ࣖ˦
ÿǫƨ Ɖțŗʌʌ ȳɄ˝ ǫŗʌ ŗʚ țƨŗʌʚ ࢍࡽ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌࣗ Ʉǒʚƨȳ ˝Ƕʚǫ ࡽ� ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣖࡹ � ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ : T → T Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ʋǣƣɮƣ
ƣ˕Ǯɾʋɾ ŗȳ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳ ǋ : D → D ʌʯƉǫ ʚǫŗʚࣘ

࣢ ǋ Ƕʌ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗțࣗ Ƕࣖƨࣖ ǋ ʌɄț˙ƨʌ ǋ¯s = µ ǋˢ ǑɄɼ µ ˝Ƕʚǫ ||µ||∞ < ࣖࡹ
࣢ ÿǫƨ $ƨțʚɼŗȭǶ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚ µ Ƕʌ Ƕȳ ࡽ� ǑɄɼ ʚǫƨ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ȭƨʚɼǶƉ Ʉȳ
ʚǫƨ ƕǶʌȕࣗ Ƕࣖƨࣖ

∫

D

|µ(ˢ)|ࡽ
−ࡹ) |ˢ|ࡽ(ࡽ /�(ˢ) < ∞.

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࡽ ࣯óǫƨȳࣱࣖ � ǫɄȭɄƨȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ŗȳƕ
Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ŗſʌɄțʯʚƨț˦ ƉɄȳʚǶȳʯɄʯʌ ŗȳƕ log ǣ′ ∈ lࣗࡽ/ࡹ Ƕࣖƨࣖ

∫∫

T×T

∣∣∣∣
log ǣ′(˕)− log ǣ′(˖)

˕− ˖

∣∣∣∣
ࡽ
/˕/˖ < ∞.

࢙ ࣩ ࡽࡽ



İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ İâ(T)

ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ òƣǮƅǣȣʧȑȑƣɮ ɾɤŗƅƣ İâ(T)/¡ɒſ Ƕʌ ŗ ʌʯſʌɱŗƉƨ ɄǑ
ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʌɱŗƉƨ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ɼƨƉƨǶ˙ƨƕ ŗ țɄʚ ɄǑ Ƕȳʚƨɼƨʌʚ țŗʚƨț ࣖ˦
ÿǫƨ Ɖțŗʌʌ ȳɄ˝ ǫŗʌ ŗʚ țƨŗʌʚ ࢍࡽ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌࣗ Ʉǒʚƨȳ ˝Ƕʚǫ ࡽ� ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣖࡹ � ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ : T → T Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ʋǣƣɮƣ
ƣ˕Ǯɾʋɾ ŗȳ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳ ǋ : D → D ʌʯƉǫ ʚǫŗʚࣘ

࣢ ǋ Ƕʌ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗțࣗ Ƕࣖƨࣖ ǋ ʌɄț˙ƨʌ ǋ¯s = µ ǋˢ ǑɄɼ µ ˝Ƕʚǫ ||µ||∞ < ࣖࡹ
࣢ ÿǫƨ $ƨțʚɼŗȭǶ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚ µ Ƕʌ Ƕȳ ࡽ� ǑɄɼ ʚǫƨ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ȭƨʚɼǶƉ Ʉȳ
ʚǫƨ ƕǶʌȕࣗ Ƕࣖƨࣖ

∫

D

|µ(ˢ)|ࡽ
−ࡹ) |ˢ|ࡽ(ࡽ /�(ˢ) < ∞.

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࡽ ࣯óǫƨȳࣱࣖ � ǫɄȭɄƨȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ŗȳƕ
Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ŗſʌɄțʯʚƨț˦ ƉɄȳʚǶȳʯɄʯʌ ŗȳƕ log ǣ′ ∈ lࣗࡽ/ࡹ Ƕࣖƨࣖ

∫∫

T×T

∣∣∣∣
log ǣ′(˕)− log ǣ′(˖)

˕− ˖

∣∣∣∣
ࡽ
/˕/˖ < ∞.

࢙ ࣩ ࡽࡽ



İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ İâ(T)

ĢƣǮȑࣽ×ƣʋƣɮɾɾȹȩ òƣǮƅǣȣʧȑȑƣɮ ɾɤŗƅƣ İâ(T)/¡ɒſ Ƕʌ ŗ ʌʯſʌɱŗƉƨ ɄǑ
ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿƨǶƉǫȭʷțțƨɼ ʌɱŗƉƨ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ɼƨƉƨǶ˙ƨƕ ŗ țɄʚ ɄǑ Ƕȳʚƨɼƨʌʚ țŗʚƨț ࣖ˦
ÿǫƨ Ɖțŗʌʌ ȳɄ˝ ǫŗʌ ŗʚ țƨŗʌʚ ࢍࡽ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌࣗ Ʉǒʚƨȳ ˝Ƕʚǫ ࡽ� ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࣖࡹ � ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ : T → T Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ʋǣƣɮƣ
ƣ˕Ǯɾʋɾ ŗȳ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳ ǋ : D → D ʌʯƉǫ ʚǫŗʚࣘ

࣢ ǋ Ƕʌ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗțࣗ Ƕࣖƨࣖ ǋ ʌɄț˙ƨʌ ǋ¯s = µ ǋˢ ǑɄɼ µ ˝Ƕʚǫ ||µ||∞ < ࣖࡹ
࣢ ÿǫƨ $ƨțʚɼŗȭǶ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚ µ Ƕʌ Ƕȳ ࡽ� ǑɄɼ ʚǫƨ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ȭƨʚɼǶƉ Ʉȳ
ʚǫƨ ƕǶʌȕࣗ Ƕࣖƨࣖ

∫

D

|µ(ˢ)|ࡽ
−ࡹ) |ˢ|ࡽ(ࡽ /�(ˢ) < ∞.

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ࡽ ࣯óǫƨȳࣱࣖ � ǫɄȭɄƨȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ŗȳƕ
Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ Ƕʌ ŗſʌɄțʯʚƨț˦ ƉɄȳʚǶȳʯɄʯʌ ŗȳƕ log ǣ′ ∈ lࣗࡽ/ࡹ Ƕࣖƨࣖ

∫∫

T×T

∣∣∣∣
log ǣ′(˕)− log ǣ′(˖)

˕− ˖

∣∣∣∣
ࡽ
/˕/˖ < ∞.

࢙ ࣩ ࡽࡽ



İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ŗȳƕ pɒțƕƨɼ Ɖțŗʌʌƨʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ lɅȑƐƣɮ ƅȑŗɾɾƣɾ

Cࡹ,α = {ǣ : T → T : log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼ}.

,ɄɼɄțțŗɼ˦ ࣯ɄǑ ʚǫƨ lࡽ/ࡹ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ İâࣱࣖ ÿǫƨ ǶȳƉțʯʌǶɄȳ
Cࡹ,α ⊂ İâ(T) ǫɄțƕʌ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

yǑ log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼࣗ ʚǫƨȳ
∫∫

T×T

∣∣∣∣
log ǣ′(˕)− log ǣ′(˖)

˕− ˖

∣∣∣∣
ࡽ
/˕/˖ ≤ ƉɄȳʌʚࣖ

∫∫

T×T
|˕− ࡽ−αࡽ|˖ /˕/˖,

˝ǫǶƉǫ Ƕʌ ̇ȳǶʚƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ −αࡽ ࡽ > ࡹ− ǫƨȳƉƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ࡱࡹ ࣩ ࡽࡽ



İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ŗȳƕ pɒțƕƨɼ Ɖțŗʌʌƨʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ lɅȑƐƣɮ ƅȑŗɾɾƣɾ

Cࡹ,α = {ǣ : T → T : log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼ}.

,ɄɼɄțțŗɼ˦ ࣯ɄǑ ʚǫƨ lࡽ/ࡹ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ İâࣱࣖ ÿǫƨ ǶȳƉțʯʌǶɄȳ
Cࡹ,α ⊂ İâ(T) ǫɄțƕʌ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

yǑ log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼࣗ ʚǫƨȳ
∫∫

T×T

∣∣∣∣
log ǣ′(˕)− log ǣ′(˖)

˕− ˖

∣∣∣∣
ࡽ
/˕/˖ ≤ ƉɄȳʌʚࣖ

∫∫

T×T
|˕− ࡽ−αࡽ|˖ /˕/˖,

˝ǫǶƉǫ Ƕʌ ̇ȳǶʚƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ −αࡽ ࡽ > ࡹ− ǫƨȳƉƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ࡱࡹ ࣩ ࡽࡽ



İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ŗȳƕ pɒțƕƨɼ Ɖțŗʌʌƨʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ lɅȑƐƣɮ ƅȑŗɾɾƣɾ

Cࡹ,α = {ǣ : T → T : log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼ}.

,ɄɼɄțțŗɼ˦ ࣯ɄǑ ʚǫƨ lࡽ/ࡹ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ İâࣱࣖ ÿǫƨ ǶȳƉțʯʌǶɄȳ
Cࡹ,α ⊂ İâ(T) ǫɄțƕʌ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

yǑ log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼࣗ ʚǫƨȳ
∫∫

T×T

∣∣∣∣
log ǣ′(˕)− log ǣ′(˖)

˕− ˖

∣∣∣∣
ࡽ
/˕/˖ ≤ ƉɄȳʌʚࣖ

∫∫

T×T
|˕− ࡽ−αࡽ|˖ /˕/˖,

˝ǫǶƉǫ Ƕʌ ̇ȳǶʚƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ −αࡽ ࡽ > ࡹ− ǫƨȳƉƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ࡱࡹ ࣩ ࡽࡽ



óɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ʌǫƨŗɼʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ɾɪʠŗɮƣ ɾʠȣȣŗŻȑƣ ɾǣƣŗɮ ǋʠȩƅʋǮȹȩɾ

S = {ɾ : B→ R :
∑

ƣ∈B
ɾ(ƣ)ࡽ < ∞}

çʯƨʌʚǶɄȳࣖ pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ S ʚɄ İâ(T)ࣞ

ÿʯɼȳʌ Ʉʯʚ S Ƕʌ एǑŗɼऐ ǑɼɄȭ ࣯ȭʯƉǫ ſǶǖǖƨɼ ʚǫŗȳࣱ İâ(T)ࣗ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ
ʌƨƨȳ ſ˦ țɄɄȕǶȳǖ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ
ʌǫƨŗɼʌࣖ

ÿǫǶʌ ˝Ƕțț ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌࣗ ŗȳƕ
ʚǫƨ ʌɱŗƉƨ H ࣯ʌɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣱࣗ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ʌǫɄ˝ Ƕʌ
ȭʯƉǫ ƉțɄʌƨɼ ʚɄ İâ(T)ࣖ

ࡹࡹ ࣩ ࡽࡽ



óɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ʌǫƨŗɼʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ɾɪʠŗɮƣ ɾʠȣȣŗŻȑƣ ɾǣƣŗɮ ǋʠȩƅʋǮȹȩɾ

S = {ɾ : B→ R :
∑

ƣ∈B
ɾ(ƣ)ࡽ < ∞}

çʯƨʌʚǶɄȳࣖ pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ S ʚɄ İâ(T)ࣞ

ÿʯɼȳʌ Ʉʯʚ S Ƕʌ एǑŗɼऐ ǑɼɄȭ ࣯ȭʯƉǫ ſǶǖǖƨɼ ʚǫŗȳࣱ İâ(T)ࣗ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ
ʌƨƨȳ ſ˦ țɄɄȕǶȳǖ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ
ʌǫƨŗɼʌࣖ

ÿǫǶʌ ˝Ƕțț ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌࣗ ŗȳƕ
ʚǫƨ ʌɱŗƉƨ H ࣯ʌɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣱࣗ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ʌǫɄ˝ Ƕʌ
ȭʯƉǫ ƉțɄʌƨɼ ʚɄ İâ(T)ࣖ

ࡹࡹ ࣩ ࡽࡽ



óɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ʌǫƨŗɼʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ɾɪʠŗɮƣ ɾʠȣȣŗŻȑƣ ɾǣƣŗɮ ǋʠȩƅʋǮȹȩɾ

S = {ɾ : B→ R :
∑

ƣ∈B
ɾ(ƣ)ࡽ < ∞}

çʯƨʌʚǶɄȳࣖ pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ S ʚɄ İâ(T)ࣞ

ÿʯɼȳʌ Ʉʯʚ S Ƕʌ एǑŗɼऐ ǑɼɄȭ ࣯ȭʯƉǫ ſǶǖǖƨɼ ʚǫŗȳࣱ İâ(T)ࣗ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ
ʌƨƨȳ ſ˦ țɄɄȕǶȳǖ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ
ʌǫƨŗɼʌࣖ

ÿǫǶʌ ˝Ƕțț ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌࣗ ŗȳƕ
ʚǫƨ ʌɱŗƉƨ H ࣯ʌɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣱࣗ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ʌǫɄ˝ Ƕʌ
ȭʯƉǫ ƉțɄʌƨɼ ʚɄ İâ(T)ࣖ

ࡹࡹ ࣩ ࡽࡽ



óɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ʌǫƨŗɼʌ

İƨ ƕƨ̇ȳƨ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ɾɪʠŗɮƣ ɾʠȣȣŗŻȑƣ ɾǣƣŗɮ ǋʠȩƅʋǮȹȩɾ

S = {ɾ : B→ R :
∑

ƣ∈B
ɾ(ƣ)ࡽ < ∞}

çʯƨʌʚǶɄȳࣖ pɄ˝ ƉțɄʌƨ Ƕʌ S ʚɄ İâ(T)ࣞ

ÿʯɼȳʌ Ʉʯʚ S Ƕʌ एǑŗɼऐ ǑɼɄȭ ࣯ȭʯƉǫ ſǶǖǖƨɼ ʚǫŗȳࣱ İâ(T)ࣗ ŗȳƕ ʚǫǶʌ Ɖŗȳ ſƨ
ʌƨƨȳ ſ˦ țɄɄȕǶȳǖ ŗʚ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ
ʌǫƨŗɼʌࣖ

ÿǫǶʌ ˝Ƕțț ȭɄʚǶ˙ŗʚƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌࣗ ŗȳƕ
ʚǫƨ ʌɱŗƉƨ H ࣯ʌɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣱࣗ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ʌǫɄ˝ Ƕʌ
ȭʯƉǫ ƉțɄʌƨɼ ʚɄ İâ(T)ࣖ

ࡹࡹ ࣩ ࡽࡽ



,ǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌ ˝Ƕʚǫ
̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ



bǶȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ Ƕʌ ɱǶƨƉƨ˝Ƕʌƨ ¡ɒſǶʯʌ

� ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɾ : B→ R Ƕʌ ̃ȩǮʋƣȑ˖ ɾʠɤɤȹɮʋƣƐ ǶǑ ɾ(ƣ) += ࡱ ǑɄɼ Ʉȳț˦
̇ȳǶʚƨț˦ ȭŗȳ˦ ƣ ∈ Bࣖ

� ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ Ƕʌ ŗț˝ŗ˦ʌ ǶȳƕʯƉƨƕ ſ˦ ŗ ɱǶƨƉƨ˝Ƕʌƨ
¡ɒſǶʯʌ ƉǶɼƉțƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ˝Ƕʚǫ एſɼƨŗȕɱɄǶȳʚʌऐ Ƕȳ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ Ğ ɄǑ
F ࣖ

ࡽࡹ ࣩ ࡽࡽ

Eiampe ✓

support of s .
"¥¥¥# .

"" eine



bǶȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ʌǫƨŗɼʌ ŗȳƕ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ

bɄɼ ˉ ∈ Ğࣗ Ǒŗȳ(ˉ) Ƕʌ ʚǫƨ ƨƕǖƨʌ ƣ ∈ B ǶȳƉǶƕƨȳʚ ʚɄ ˉࣖ

�ƨȭȭŗࣖ yǑ ǣ : T → T ǫŗʌ ɾǣ : B→ R ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕࣗ ÿb�Eࣘ

ࣖࡹ ǣ Ƕʌ İƨǶț âƨʚƨɼʌʌɄȳࣙ
ࣖࡽ ǣ Ƕʌ Cࡹ,ࡹ ˝Ƕʚǫ ſɼƨŗȕɱɄǶȳʚʌ Ƕȳ Ğࣙ
ࣖࢁ ÿǫƨ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɾǣ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ̃ȩǮʋƣ Żŗȑŗȩƅƣ ƅȹȩƐǮʋǮȹȩࣗ Ƕࣖƨࣖ
ǑɄɼ ŗțț ˉ ∈ Ğࣗ

∑
ƣ∈Ǒŗȳ(ˉ) ɾ(ƣ) = ࣖࡱ

¥Ʉʚƨࣘ ÿǫƨ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ɾ : B→ R ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ Ʉȳ Ʉȳƨ ƨƕǖƨ Ƕʌ ȩȹʋ İâࣖ

ࢁࡹ ࣩ ࡽࡽ

"



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ bǶ˥ ƣ ∈ B ࣯˝Ƕʚǫ ƕʯŗț ƨƕǖƨ ƣ∗ࣱࣗ ŗȳƕ țƨʚ ƣࡹ, ƣࡽ, ƣࢁ, ƣࢅ ſƨ ʚǫƨ
ƨƕǖƨʌ ŗɼɄʯȳƕ Üƣࣖ ÿǫƨ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ſŗʌǶʌ ƨțƨȭƨȳʚ ∆ƣ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕʌ
ʚɄ ʚǫƨ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ˝Ƕʚǫ ɾ(ƣࡹ) = ɾ(ƣࢁ) = ࣗࡹ+ ɾ(ƣࡽ) = ɾ(ƣࢅ) = ࣗࡹ− ŗȳƕ
ŗțț Ʉʚǫƨɼ ʌǫƨŗɼʌ ࣖࡱ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ yǑ ŗ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ ǣ ǫŗʌ ŗ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨ ɾ : B→ R
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ɾ =

∑
ƣ∗∈B∗ ϑ(ƣ∗)∆ƣ ʚǫƨȳ ǣ ǫŗʌ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮ ƅȹȹɮƐǮȩŗʋƣ

ϑ : B∗ → Rࣖ

¥Ʉʚƨࣘ ȳɄʚ ŗțț ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ Ɖŗȳ ſƨ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣖ
ࢅࡹ ࣩ ࡽࡽ

e
is the shear coordinate of a piecewise Mobius map

with 4 pieces .

Ole#7=1
¥ Ae

↑ epfor u

e -1-1,1 ) N-th sled = sled =-11

slez) = sky) = -7



bǶȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌ ŗȳƕ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ

�ƨȭȭŗࣖ yǑ ǣ ǫŗʌ ɾǣ ̇ȳǶʚƨț˦ ʌʯɱɱɄɼʚƨƕࣗ ʚǫƨȳ ǣ Ƕʌ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ŗȳƕ
Ʉȳț˦ ǶǑ ǣ ǫŗʌ ŗ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨࣖ

âɼɄɄǑ ʌȕƨʚƉǫࣖ एâɼʯȳǶȳǖ ʚǫƨ ʚɼƨƨऐࣖ $˦ ʚǫƨ ɱɼƨ˙ǶɄʯʌ �ƨȭȭŗࣗ ǣ Ƕʌ
İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ ɾǣ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ ʚǫƨ ̇ȳǶʚƨ ſŗțŗȳƉƨƕ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳࣖ

ࢉࡹ ࣩ ࡽࡽ

"""

*



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ H

¥Ʉʚ ŗțț ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ Ɖŗȳ ſƨ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣖ İƨ țƨʚ
P ⊂ RB ſƨ ʚǫƨ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɾ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ɾ Ɖŗȳ ſƨ ˝ɼǶʚʚƨȳ
Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ϑࣗ Ψ : P → RE∗ ʌƨȳƕʌ ɾ &→ ϑࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ ÿǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ɾɪʠŗɮƣ ɾʠȣȣŗŻȑƣ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮɾ Ƕʌ

H = {ɾ ∈ P : ϑ = Ψ(ɾ),
∑

ƣ∗∈B∗
ϑ(ƣ∗)ࡽ < ∞}.

éƨȭŗɼȕࣖ bɼɄȭ ʚǫƨ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ǑɄɼ ŗ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ʚɄ ƨȳƉɄƕƨ ŗ
ɸʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

H ⊂ çó(T).

yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗțț ɾ ∈ H ǶȳƕʯƉƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌࣖ

ࢍࡹ ࣩ ࡽࡽ



6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ H

¥Ʉʚ ŗțț ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ Ɖŗȳ ſƨ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣖ İƨ țƨʚ
P ⊂ RB ſƨ ʚǫƨ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ɾ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ɾ Ɖŗȳ ſƨ ˝ɼǶʚʚƨȳ
Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ϑࣗ Ψ : P → RE∗ ʌƨȳƕʌ ɾ &→ ϑࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣖ ÿǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ɾɪʠŗɮƣ ɾʠȣȣŗŻȑƣ ƐǮŗȣȹȩƐ ɾǣƣŗɮɾ Ƕʌ

H = {ɾ ∈ P : ϑ = Ψ(ɾ),
∑

ƣ∗∈B∗
ϑ(ƣ∗)ࡽ < ∞}.

éƨȭŗɼȕࣖ bɼɄȭ ʚǫƨ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ǑɄɼ ŗ ʌǫƨŗɼ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ʚɄ ƨȳƉɄƕƨ ŗ
ɸʯŗʌǶʌ˦ȭȭƨʚɼǶƉ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ

H ⊂ çó(T).

yȳ ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼࣗ ŗțț ɾ ∈ H ǶȳƕʯƉƨ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭʌࣖ

ࢍࡹ ࣩ ࡽࡽ



¡ŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ÿǫƨ ʌɱŗƉƨ İâ(T) ǫŗʌ ŗ ȭƨʚɼǶƉ ࣯ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣱࣗ ŗȳƕ H ǫŗʌ
ŗ ȳŗʚʯɼŗț ʚɄɱɄțɄǖ˦ ƉɄȭǶȳǖ ǑɼɄȭ Ƕʚʌ ࡽ% ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ óʯɱɱɄʌƨ ʚǫŗʚ ǣ, (ǣȩ)ȩ≥ࡹ ∈ H ˝Ƕʚǫ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ
ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ϑ,ϑȩ ɼƨʌɱƨƉʚǶ˙ƨț ࣖ˦ yǑ

lim
ȩ→∞

∑

ƣ∗∈B∗
(ϑȩ(ƣ∗)− ϑ(ƣ∗))ࡽ = ࡱ

ʚǫƨȳ ǣȩ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ʚɄ ǣ Ƕȳ ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦ࣖ âǶƨƉƨ˝Ƕʌƨࣽ¡ɒſǶʯʌࣗ ࡹ* ȭŗɱʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗʚǶɄȳŗț ſɼƨŗȕɱɄǶȳʚʌ ŗɼƨ
ƕƨȳʌƨ Ƕȳ H ŗȳƕ İâ(T)ࣖ

࢑ࡹ ࣩ ࡽࡽ



¡ŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ÿǫƨ ʌɱŗƉƨ İâ(T) ǫŗʌ ŗ ȭƨʚɼǶƉ ࣯ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣱࣗ ŗȳƕ H ǫŗʌ
ŗ ȳŗʚʯɼŗț ʚɄɱɄțɄǖ˦ ƉɄȭǶȳǖ ǑɼɄȭ Ƕʚʌ ࡽ% ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ óʯɱɱɄʌƨ ʚǫŗʚ ǣ, (ǣȩ)ȩ≥ࡹ ∈ H ˝Ƕʚǫ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ
ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ϑ,ϑȩ ɼƨʌɱƨƉʚǶ˙ƨț ࣖ˦ yǑ

lim
ȩ→∞

∑

ƣ∗∈B∗
(ϑȩ(ƣ∗)− ϑ(ƣ∗))ࡽ = ࡱ

ʚǫƨȳ ǣȩ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ʚɄ ǣ Ƕȳ ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦ࣖ âǶƨƉƨ˝Ƕʌƨࣽ¡ɒſǶʯʌࣗ ࡹ* ȭŗɱʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗʚǶɄȳŗț ſɼƨŗȕɱɄǶȳʚʌ ŗɼƨ
ƕƨȳʌƨ Ƕȳ H ŗȳƕ İâ(T)ࣖ

࢑ࡹ ࣩ ࡽࡽ



¡ŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ÿǫƨ ʌɱŗƉƨ İâ(T) ǫŗʌ ŗ ȭƨʚɼǶƉ ࣯ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣱࣗ ŗȳƕ H ǫŗʌ
ŗ ȳŗʚʯɼŗț ʚɄɱɄțɄǖ˦ ƉɄȭǶȳǖ ǑɼɄȭ Ƕʚʌ ࡽ% ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ óʯɱɱɄʌƨ ʚǫŗʚ ǣ, (ǣȩ)ȩ≥ࡹ ∈ H ˝Ƕʚǫ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ
ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ϑ,ϑȩ ɼƨʌɱƨƉʚǶ˙ƨț ࣖ˦ yǑ

lim
ȩ→∞

∑

ƣ∗∈B∗
(ϑȩ(ƣ∗)− ϑ(ƣ∗))ࡽ = ࡱ

ʚǫƨȳ ǣȩ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ʚɄ ǣ Ƕȳ ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦ࣖ âǶƨƉƨ˝Ƕʌƨࣽ¡ɒſǶʯʌࣗ ࡹ* ȭŗɱʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗʚǶɄȳŗț ſɼƨŗȕɱɄǶȳʚʌ ŗɼƨ
ƕƨȳʌƨ Ƕȳ H ŗȳƕ İâ(T)ࣖ

࢑ࡹ ࣩ ࡽࡽ



¡ŗǶȳ ʚǫƨɄɼƨȭʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ

Cࡹ,α ⊂ H ⊂ İâ(T) ⊂ S

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ÿǫƨ ʌɱŗƉƨ İâ(T) ǫŗʌ ŗ ȭƨʚɼǶƉ ࣯ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣱࣗ ŗȳƕ H ǫŗʌ
ŗ ȳŗʚʯɼŗț ʚɄɱɄțɄǖ˦ ƉɄȭǶȳǖ ǑɼɄȭ Ƕʚʌ ࡽ% ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯óİİࣱࣖ óʯɱɱɄʌƨ ʚǫŗʚ ǣ, (ǣȩ)ȩ≥ࡹ ∈ H ˝Ƕʚǫ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ
ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌ ϑ,ϑȩ ɼƨʌɱƨƉʚǶ˙ƨț ࣖ˦ yǑ

lim
ȩ→∞

∑

ƣ∗∈B∗
(ϑȩ(ƣ∗)− ϑ(ƣ∗))ࡽ = ࡱ

ʚǫƨȳ ǣȩ ƉɄȳ˙ƨɼǖƨʌ ʚɄ ǣ Ƕȳ ʚǫƨ İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭƨʚɼǶƉࣖ

,ɄɼɄțțŗɼ˦ࣖ âǶƨƉƨ˝Ƕʌƨࣽ¡ɒſǶʯʌࣗ ࡹ* ȭŗɱʌ ˝Ƕʚǫ ɼŗʚǶɄȳŗț ſɼƨŗȕɱɄǶȳʚʌ ŗɼƨ
ƕƨȳʌƨ Ƕȳ H ŗȳƕ İâ(T)ࣖ

࢑ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âɼɄɄǑ Ƕƕƨŗʌ



âɼɄɄǑ Ƕƕƨŗʌࣘ H ⊂ İâ

eǶ˙ƨȳ ǣ ∈ Hࣗ ˝ƨ ƨ˥ɱțǶƉǶʚț˦ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ŗȳ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳ ǋ : D → D ŗȳƕ ʌǫɄ˝
Ƕʚ Ƕʌ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗț ŗȳƕ ǫŗʌ $ƨțʚɼŗȭǶ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚ µ ∈ ,D)ࡽ� /ǫ˦ɱ)ࣖ

ÿǫƨ ƕʯŗț ʚɼƨƨ F∗ ʌʯſƕǶ˙Ƕƕƨʌ D ǶȳʚɄ ƅƣȑȑɾ {*ˉ : ˉ ∈ Ğ}ࣖ $ŗʌƨƕ Ʉȳ ŗ
ƉɄȳʌʚɼʯƉʚǶɄȳ ſ˦ �ŗǫȳ ŗȳƕ ¡ŗɼȕɄ˙ǶƉࣗ ˝ƨ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ǋ ƨ˥ʚƨȳƕǶȳǖ ǣ ʚǫŗʚ
ʌƨȳƕʌ Ɖƨțțʌ ʚɄ Ɖƨțțʌࣖ

óʚƨɱ ࣖࡹ E˥ʚƨȳƕ Ʉ˙ƨɼ F∗ ſ˦ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ʌʚɼƨʚƉǫǶȳǖࣖ

óʚƨɱ ࣖࡽ E˥ʚƨȳƕ Ʉ˙ƨɼ ŗ ʌǶȳǖțƨ Ɖƨțț *ˉࣗ ˉ ∈ Ğࣖ
óʚƨɱ ࣖࢁ óʚǶʚƉǫ Ɖƨțțʌ ʚɄǖƨʚǫƨɼ ŗǖŗǶȳࣖ

࢕ࡹ ࣩ ࡽࡽ



âɼɄɄǑ Ƕƕƨŗʌࣘ H ⊂ İâ

eǶ˙ƨȳ ǣ ∈ Hࣗ ˝ƨ ƨ˥ɱțǶƉǶʚț˦ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ŗȳ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳ ǋ : D → D ŗȳƕ ʌǫɄ˝
Ƕʚ Ƕʌ ɸʯŗʌǶƉɄȳǑɄɼȭŗț ŗȳƕ ǫŗʌ $ƨțʚɼŗȭǶ ƉɄƨ˾ƉǶƨȳʚ µ ∈ ,D)ࡽ� /ǫ˦ɱ)ࣖ

ÿǫƨ ƕʯŗț ʚɼƨƨ F∗ ʌʯſƕǶ˙Ƕƕƨʌ D ǶȳʚɄ ƅƣȑȑɾ {*ˉ : ˉ ∈ Ğ}ࣖ $ŗʌƨƕ Ʉȳ ŗ
ƉɄȳʌʚɼʯƉʚǶɄȳ ſ˦ �ŗǫȳ ŗȳƕ ¡ŗɼȕɄ˙ǶƉࣗ ˝ƨ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ǋ ƨ˥ʚƨȳƕǶȳǖ ǣ ʚǫŗʚ
ʌƨȳƕʌ Ɖƨțțʌ ʚɄ Ɖƨțțʌࣖ

óʚƨɱ ࣖࡹ E˥ʚƨȳƕ Ʉ˙ƨɼ F∗ ſ˦ ǫ˦ɱƨɼſɄțǶƉ ʌʚɼƨʚƉǫǶȳǖࣖ

óʚƨɱ ࣖࡽ E˥ʚƨȳƕ Ʉ˙ƨɼ ŗ ʌǶȳǖțƨ Ɖƨțț *ˉࣗ ˉ ∈ Ğࣖ
óʚƨɱ ࣖࢁ óʚǶʚƉǫ Ɖƨțțʌ ʚɄǖƨʚǫƨɼ ŗǖŗǶȳࣖ

࢕ࡹ ࣩ ࡽࡽ

-5¥ ¥~¥→ I h(5-*)

embedded ¥-1]
"" """¥⇐¥

±
↳"" = ,

at centers ,

geodesic
edges .



âɼɄɄǑ Ƕƕƨŗʌࣘ ƨ˥ʚƨȳƕǶȳǖ Ʉ˙ƨɼ ŗ Ɖƨțț *ˉ

bɄɼ ŗȳ˦ ˉ ∈ Ğࣗ ƉɄȳȍʯǖŗʚǶȳǖ ſ˦ ŗɱɱɼɄɱɼǶŗʚƨ ¡ɒſǶʯʌ ʚɼŗȳʌǑɄɼȭŗʚǶɄȳʌ
H → Dࣗ ˝ƨ Ɖŗȳ ʌƨȳƕ ǣ : T → T ʚɄ ϕ : R → R ̇˥Ƕȳǖ∞ ŗȳƕ *ˉ ʚɄ *∞ࣖ
óʯ˾Ɖƨʌ ʚɄ ƨ˥ɱțŗǶȳ ǫɄ˝ ʚɄ ƨ˥ʚƨȳƕ Ʉ˙ƨɼ *∞ࣖ
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âɼɄɄǑ Ƕƕƨŗʌࣘ Cࡹ,α ⊂ H

�ȳŗț˦ʚǶƉ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼʌࣖ yǑ ǣ ǫŗʌ ŗ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ
ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨ ϑǣ ŗȳƕ ƣ = (ŗ,Ż) ∈ Bࣗ ʚǫƨȳ

ϑǣ(ƣ) =
ࡹ
ࡽ log ǣ

′(ŗ)ǣ′(Ż)− log
ǣ(ŗ)− ǣ(Ż)

ŗ− Ż .

óʯȭȭŗſǶțǶʚ˦ ɄǑ bŗɼƨ˦ țƨȳǖʚǫʌࣖ �ƨʚ %(ŗ,Ż) ſƨ ʚǫƨ țƨȳǖʚǫ ɄǑ ʚǫƨ ʌǫɄɼʚƨɼ
ƉǶɼƉʯțŗɼ ŗɼƉ ǑɼɄȭ ŗ ʚɄ Żࣖ

∑

(ŗ,Ż)∈B
%(ŗ,Ż)ɮ < ∞

ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ ɮ > ࣖࡹ

âɼɄɄǑ ʌȕƨʚƉǫࣖ óʯɱɱɄʌƨ ǣ ∈ Cࡹ,αࣖ $˦ ʚǫƨ ȭƨŗȳ ˙ŗțʯƨ ʚǫƨɄɼƨȭࣣࣗ ʚǫƨɼƨ
Ƕʌ ƅ ∈ (ŗ,Ż) ʌɄ ʚǫŗʚ

ϑǣ(ƣ) =
ࡹ
ࡽ (log ǣ

′(ŗ)− log ǣ′(ƅ)) + ࡹ
ࡽ (log ǣ

′(Ż)− log ǣ′(ƅ)).

óǶȳƉƨ log ǣ′ Ƕʌ αࣽpɒțƕƨɼࣗ |ϑǣ(ƣ)|ࡽ ≤ ƉɄȳʌʚࣖ %(ŗ,Ż)ࡽαࣗ ŗȳƕ ʚǫƨ ɼǶǖǫʚ ǫŗȳƕ
ʌǶƕƨ Ƕʌ ʌʯȭȭŗſțƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ α > ࣖࡽ/ࡹ

ࡱࡽ ࣩ ࡽࡽ
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,Ʉȭȭƨȳʚʌ Ʉȳ İâ +⊂ H ŗȳƕ İâ ⊂ S

yʚ ʚʯɼȳʌ Ʉʯʚ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ǣ : T → T ʚɄ ƨ˙ƨȳ ǫŗ˙ƨ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ
ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨࣗ ǣ ȭʯʌʚ ǫŗ˙ƨ țƨǒʚ ŗȳƕ ɼǶǖǫʚ ƕƨɼǶ˙ŗʚǶ˙ƨʌ ŗʚ ŗțț ˉ ∈ Ğࣖ $ʯʚ
İƨǶțࣽâƨʚƨɼʌʌɄȳ ȭŗɱʌ ŗɼƨ ŗțțɄ˝ƨƕ ʚɄ ǫŗ˙ƨ ɱɄǶȳʚʌ ɄǑ
ȳɄȳࣽƕǶ˽ƨɼƨȳʚǶŗſǶțǶʚ ࣖ˦

E˥ŗȭɱțƨࣖ ϕ : R → R ƕƨ̇ȳƨƕ ſ˦ ϕ(˕) = ˕ log |˕|− ˕ ɄʯʚʌǶƕƨ ,ࡽ−) ࣗ(ࡽ
ŗȳƕ ʌȭɄɄʚǫƨƕ Ʉʯʚ Ƕȳࣽſƨʚ˝ƨƨȳࣖ ÿǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ logϕ′(˕) = log log |˕|
ɄʯʚʌǶƕƨ ,ࡽ−) (ࡽ Ƕʌ Ƕȳ lࡽ/ࡹ(R) ʌɄ ϕ ∈ İâ(R)ࣖ pɄ˝ƨ˙ƨɼ ʌǶȳƉƨ ϕ ƕɄƨʌ ȳɄʚ
ǫŗ˙ƨ ƕƨɼǶ˙ŗʚǶ˙ƨ ŗʚ∞ࣗ Ƕʚ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ŗ ƕǶŗȭɄȳƕ ʌǫƨŗɼ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨࣖ

éƨȭŗɼȕࣖ pɄ˝ƨ˙ƨɼ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ȩ > ࣗࡹ

ɾϕ((ȩ,∞)) =
ࡹ

ȩ log ȩ + ­
( ࡹ
ȩࡽ

)
.

ÿǫǶʌ Ǯɾ ʌɸʯŗɼƨ ʌʯȭȭŗſțƨࣗ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʚɄ ʚǫƨ ǑŗƉʚ ʚǫŗʚ İâ(T) ⊂ S ࣖ
ÿǫƨ ɱɼɄɄǑ ʚǫŗʚ İâ(T) ⊂ S ʯʌƨʌ ŗ ȳƨƉƨʌʌŗɼ˦ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳ ǑɄɼ İâ ƕʯƨ ʚɄ
,ࣖ İʯࣖ
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